
Äâàäöàòûé Ïåðâûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Ðåøåíèÿ Ëèãè ñòðàòåãèé. Âòîðîé òóð.

1. Îòâåò: íåò, òàêîãî ãðàôà íå ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî íåäîìèíèðóþùèõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ

âåðøèí âñåãäà ÷åòíî, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâà íåïóñòûõ íåäîìèíèðóþùèõ

ìíîæåñòâà A èB çíàêîìû, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è íè îäíî ðåáðî ãðàôà íå ñîåäèíÿåò âåðøèíó èç A ñ âåðøèíîé

èç B. Äîêàæåì, ÷òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ïîñòðîåííîãî ãðàôà íå÷åòíû, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî â íåì ÷èñëî

âåðøèí ÷åòíî. Ðàññìîòðèì íåïóñòîå íåäîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî A, ïóñòü C � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà A è âñåõ

âåðøèí, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà A. Òàê êàê ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì,

ìíîæåñòâî C íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì V âñåõ âåðøèí ãðàôà, è ìíîæåñòâî A çíàêîìî â òî÷íîñòè ñî âñåìè

(íåïóñòûìè) ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà V \ C, êàêîâûõ íå÷åòíîå ÷èñëî.
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ñåðåäèíó îòðåçêà BC.

Ëåììà. Òî÷êà N ëåæèò íà ïðÿìîé XY .
Èç ëåìììû ñëåäóåò, ÷òî ND = ND′, ïîýòîìó òî÷êà D′ ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå BC êàê íà

äèàìåòðå. Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî ∠(Y D,ND) = ∠(ND′, Y D′). Òàê êàê òðåóãîëüíèê NDC ðàâíîáåäðåííûé,

òî ∠(Y D,ND) = ∠(NC,DC), ïîýòîìó ∠(ND′, Y D′) = ∠(NC,DC) = ∠(NC, Y C), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî Y , C,
N è D′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî íà ýòîé æå îêðóæíîñòè ëåæèò è òî÷êà M . Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî ∠(CM,D′M) = ∠(CY,D′Y ). Òàê êàê òðåóãîëüíèê CND ðàâíîáåäðåííûé, òî ∠(CY,D′Y ) = 2∠(Y D,D′D)
Òàê êàê ïðÿìûå DD′ è AM ïàðàëëåëüíû (îíè ïåðïåíäèêëÿðíû ïðÿìîé XY ), òî ∠(Y D,D′D) = ∠(CA,MA),
ïîýòîìó 2∠(Y D,D′D) = 2∠(CA,MA). Òàê êàê òî÷êè A, B, C è M ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, òî ∠(CA,BA) =
−∠(BM,CM). Èç âûøåíàïèñàííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ∠(BM,CM) + ∠(CM,D′M) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

òî÷êè B, M è D′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçó âîçüìåì n = 0, òîãäà îáå ÷àñòè ðàâíû 1 + 1/a0. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n− 1 ê n.
Îáîçíà÷èì (1 + 1/a0) . . . (1 + 1/an−1) = M . Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
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4. Íàáîð ai = i áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüíûì. Êîëè÷åñòâî ðàçíîñòåé, ðàâíûõ ñòåïåíè â äâîéêè, â ìîäåëüíîì

ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n). Ðåøèì ñíà÷àëà çàäà÷ó, êîãäà ai = i äëÿ i = 1, 2, . . . , k è ai = 2i−k äëÿ i = k+1, . . . , n
(òàêóþ ñèòóàöèþ áóäåì íàçûâàòü k-ñïåöèàëüíîé). Ïîêðàñèì ÷èñëà ai ñ íîìåðàìè îò 1 äî k â ñèíèé öâåò, à ñ

íîìåðàìè îò k + 1 äî n â êðàñíûé. Òî æå ñäåëàåì è â ìîäåëüíîé ñèòóàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïàð ñèíèõ ÷èñåë,

ðàçíîñòü êîòîðûõ åñòü ñòåïåíü äâîéêè, â k-ñïåöèàëüíîé ñèòóàöèè ñòîëüêî æå, ñêîëüêî â ìîäåëüíîé. Òî æå è ñ

ïàðàìè êðàñíûõ ÷èñåë (èõ ðàçíîñòè äëÿ k-ñïåöèàëüíîé ñèòóàöèè ðîâíî âäâîå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîñòåé
äëÿ ìîäåëüíîé ñèòóàöèè). Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñî ñòåïåíÿìè äâîéêè âèäà (êðàñíîå ìèíóñ ñèíåå). Çàìåòèì, ÷òî

â k-ñïåöèàëüíîé ñèòóàöèè âû÷èòàåìîå ñèíåå äîëæíî èìåòü òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è k. Òîãäà ìû ìîæåì çàìåíèòü

âñå êðàñíûå è ñèíèå ÷èñëà òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî k, ïî ôîðìóëå x → (x + k)/2, ðàçíîñòè ñòàíóò âäâîå ìåíüøå.

Íî òåïåðü íàáîð êðàñíûõ ÷èñåë â òî÷íîñòè òàêîé æå, êàê â ìîäåëüíîé ñèòóàöèè, à íàáîð ñèíèõ � ïîäìíîæåñòâî

íàáîðà ñèíèõ â ìîäåëüíîé ñèòóàöèè, îòêóäà âñå è ñëåäóåò.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âû÷òåì èç âñåõ ÷èñåë a1 è ñîêðàòèì íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü äâîéêè,

÷òîáû îíè îñòàâàëèñü öåëûìè. Ñâîéñòâî ðàçíîñòè áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ.

Òåïåðü â íàáîðå åñòü êàê ÷åòíûå ÷èñëà (0), òàê è íå÷åòíûå (èíà÷å ìîæíî åùå ñîêðàòèòü). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m è

n−m êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë â íàøåì íàáîðå ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòåé, ðàâíûõ 1,

â íàáîðå íå áîëüøå, ÷åì 2min(m,n−m), à åñëè m = n−m, òî íå áîëüøå, ÷åì 2min(m,n−m)− 1. Âñå îñòàëüíûå
ñòåïåíè äâîéêè ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ëèøü ïðè âû÷èòàíèè ÷èñåë îäíîé ÷åòíîñòè, òàê ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé

äâîéêè íå ïðåâîñõîäèò

f(m) + f(n−m) + 2min(m,m− n)− δ,

ãäå δ = 1 ïðè m = n−m è δ = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè êàê ÷åòíûå, òàê

è íå÷åòíûå ÷èñëà çàïîëíÿþò íà÷àëüíûé îòðåçîê ñîîòâ. ðÿäà ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ðÿäà íå÷åòíûõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë (èëè íå íàòóðàëüíûõ, à öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ, åñëè m > n−m). Íî ýòî ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ

ñïåöèàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, ðàçîáðàííàÿ âûøå.

5. Áóäåì èñêàòü òàêèå ÷èñëà â âèäå mk. Åñëè mk = nk + p, ãäå p ∈ P, òî (m − n)(mk−1 + mk−2n + . . . +
mnk−2 + nk−1) = p. Òîãäà m − n = 1, mk−1 + . . . + nk−1 = p. Îòñþäà m = n − 1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí



f(m) = mk−1 + mk−2(m − 1) + . . . + m(m − 1)k−2 + (m − 1)k−1 è äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

÷èñåë m ∈ N òàêèõ, ÷òî f(m) � ñîñòàâíîå. Ïóñòü f(m0) = M > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m = Mx +m0, ãäå x ∈ N,
f(m) = f(Mx+m0)

... M , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

6. Îòâåò: ìîãóò. Ïîëîæèì b0 = 0, bn+1 = b2n + 5bn + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî b1 = 1, b2 = 7, b3 = 85, è ÷òî b6
íå äåëèòñÿ íà 52, 72, 172 (ýòî âûÿñíÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî óêàçàííûì ìîäóëÿì). Ïóñòü p �

ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà b6/(5 · 7 · 17), îí îòëè÷åí îò 5, 7, 17 (íà ñàìîì äåëå p = b6/(5 · 7 · 17) = 5766646632853). Ïî
êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî c > p, ñîâïàäàþùåå ñ b0 ïî ìîäóëþ 7, ñ b1 ïî ìîäóëþ
5, ñ b2 ïî ìîäóëþ 17, ñ b3 ïî ìîäóëþ p. Òîãäà ïðè a0 = c ÷èñëà âèäà a2k, a3k+2, a3k+1, a6k+3 áóäóò äåëèòüñÿ íà 7,

5, 17 è p ñîîòâåòñòâåííî.

7. Îòâåò: 2n−n. Ïðèìåð: ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò 1, â ïðî÷èõ êëåòêàõ íóëè. Òîãäà äëÿ ïåðåñòàíîâêè π ñòðîê
åäèíèöû íà äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü íà ìåñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûì òî÷êàì ïåðåñòàíîâêè π. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ {1, 2, . . . , n}, ñîñòîÿùåãî íå èç n − 1 ýëåìåíòà, ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà π
÷èñåë îò 1 äî n, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ A (îñòàëüíûå òî÷êè ìîæíî ïåðåñòàâèòü,

íàïðèìåð, ïî öèêëó). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ 2n − n ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëåé.

Äîêàæåì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû n äèàãîíàëåé, êîòîðûå ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê íå óäàñòñÿ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðîêè x = (x1, x2, . . . , xn) ïîñëå ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê äëÿ äèàãîíàëè
(d1, . . . , dn) íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð i, äëÿ êîòîðîãî di = xi. Åñëè èìååòñÿ äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, òî òàêèõ íîìåðîâ
íàéäåòñÿ õîòÿ áû 2, ïîýòîìó âñå n ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîâïàäàþùèå ñ x ðîâíî â îäíîì ìåñòå, íå

âûïèñàíû. Åñëè æå âñå ñòðîêè ðàçëè÷íû, òî âñå èõ äîïîëíåíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (1 − x1, . . . , 1 − xn))
òàêæå ðàçëè÷íû, è âñå îíè íå âûïèñàíû.

8. Âûèãðûâàåò ïåðâûé. Ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè (íàõîäÿñü â êîòîðûõ, ïðîèãðûâàåøü) � òå, â êîòîðûõ ìèíè-

ìàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû 6 ðàç, âûèãðûøíûå � âñå îñòàëüíûå. Äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî èç ïðîèãðûø-

íûõ õîäû òîëüêî â âûèãðûøíûå, à èç âûèãðûøíîé åñòü õîä â ïðîèãðûøíóþ, ïðîâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

9. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíà l, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g(x) = f(x+1)−f(x) â òî÷íîñòè
ðàâíà l − 1. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî n. Áàçà äëÿ n = 1: åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

ìåíüøå 1, òî îí êîíñòàíòà p(x) = c, òîãäà |c − 1| < 1 è |c − t| < 1 ÷òî íåâîçìîæíî åñëè t > 3. Ïåðåõîä: Åcëè

|p(k) − tk| < 1 è |p(k + 1) − tk+1| < 1 òî |p(k + 1) − p(k) − (tk+1 − tk)| < 2, òîãäà
∣∣∣p(k+1)−p(k)

2(t−1) − tk
∣∣∣ < 1. Ïîëîæèì

p1(x) =
p(k+1)−p(k)

2(t−1) , äëÿ íåãî âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ k îò 0 äî n− 1, à çíà÷èò îí ñòåïåíè íå ìåíüøå

÷åì n− 1, òîãäà ñòåïåíü p íå ìåíüøå ÷åì n, èáî ñòåïåíü p ðîâíî íà 1 áîëüøå ñòåïåíè p1.

10. Ïóñòü P � îáùàÿ ñåðåäèíà îòðåçêîâ KM è LN . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñèìåäèàíû òðåóãîëüíèêîâ OKM
è OLN , ïðîâåäåííûå èç O, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî åñòü ÷òî ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ OP îòíîñèòåëüíî áèñ-

ñåêòðèñû óãëà KOM ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé OP îòíîñèòåëüíî óãëà LON . Íî ýòè áèññåêòðèñû ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê ïðÿìûå OK, OL, OM , ON ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì ñòîðîíû âïèñàííîãî

÷åòûðåõóãîëüíèêà, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ìåæäó ñîáîé ðàâíûå óãëû.

Ðåøåíèÿ Ëèãè òàêòèê. Âòîðîé òóð.

1. Áóäåì ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå a × b ñòîðîíà a ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî, à

ñòîðîíà b ãîðèçîíòàëüíî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðè íå÷åòíîì n òàêàÿ ñîëäàòû íå ìîãóò òàê ïåðåéòè. Áàçà

äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × 3 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä ñäåëàåì îò n − 2 ê n. Ïóñòü äëÿ íå÷åòíîãî n âñå ïîëó÷èëîñü.

Çàìåòèì òîãäà, ÷òî ñîëäàòû ñòîÿùèå íà êðàéíåé ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå îáÿçàòåëüíî ñäåëàëè õîä âëåâî, à

ñîëäàòû, ñòîÿùèå íà êðàéíåé ëåâîé âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå ñäåëàëè õîä âïðàâî. Òàêæå ÿñíî, ÷òî ñîëäàòû ñòîÿùèå

íà âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíå (êðîìå óãëîâûõ) ñäåëàëè õîä ââåðõ è âíèç ñîîòâåñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ñîëäàòû ïðÿìîóãîëüíèêà (n − 2) × n (êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç íàøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà âûêèäûâàíèåì êàåìêè)

äîëæíû âñòàòü â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà n × (n − 2), ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íåâîçìîæíî. Çàìåòèì,

êñòàòè, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n òàêàÿ îïåðàöèÿ âîçìîæíà.

2. Îáîçíà÷èì ∠ACD = 2α. Òîãäà ∠ACF = α è ∠ACB = 2α. Òàê êàê ∠AFC = 90◦ (AF � ìåäèàíà ðàâíîáåä-

ðåííîãî òðåóãîëüíèêà), òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCF � âïèñàííûé (åãî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïðÿìûå). Îòñþäà

ïîëó÷àåì ∠FAC = ∠FBC = 90◦ −α. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëíèêå LBC èìååì ∠BCL = 2α è ∠LBC = 90◦ −α.
Çíà÷èò (òàê êàê ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BKC = 90◦ − α = ∠LBC, îòêóäà è
ñëåäóåò, ÷òî CB = CL.

3. Çàìåòèì, ÷òî 2bc 6 b2 + c2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a2 + 2bc + d2 6 a2 + b2 + c2 + d2. Îòñþäà èìååì, ÷òî
a2

a2+2bc+d2
> a2

a2+b2+c2+d2
. Ñêëàäûâàÿ ÷åòûðå òàêèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

4. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü ïåðâûé ñòîëáåö ïîêðàøåí òàê, ÷òî êëåòêè ðàçíûõ öâåòîâ ÷åðåäóþòñÿ � 2 ñïîñîáà. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì

èç ýòèõ ñïîñîáîâ âòîðîé ñòîëáåö ìîæåò áûòü ïîêðàøåí òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè, à èìåííî, ÷åðåäóþùèìèñÿ

ðàñêðàñêàìè. Ïîýòîìó äëÿ òðåòüåãî ñòîëáöà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì òîæå äâà âàðèàíòà ðàñêðàñêè è ò.ä. Âñåãî

ïîëó÷àåòñÿ 28 ðàñêðàñîê.



2) Êëåòêè ðàçíûõ öâåòîâ â ïåðâîì ñòîëáöå íå ÷åðåäóþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ãäå-òî ðÿäîì ñòîÿò äâå îäíîöâåòíûå

êëåòêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà ðàñêðàñêà âòîðîãî ñòîëáöà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè ýòîì â íåì ñíîâà áóäóò

ñòîÿòü ðÿäîì äâå îäíîöâåòíûå êëåòêè. Àíàëîãè÷íî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñêðàñêà òðåòüåãî ñòîëáöà è ò.ä.

Òî åñòü ðàñêðàñêà âñåé äîñêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñêðàñêîé ïåðâîãî ñòîëáöà, à ðàñêðàñèòü ïåðâûé ñòîëáåö

ìîæíî 28 − 2 ñïîñîáàìè (âûêèíóëè äâå ÷åðåäóþùèåñÿ ðàñêðàñêè).

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ 28 + (28 − 2) = 29 − 2 ðàñêðàñîê.

5. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âûáðàííûì îòðåçêàì, áóäåì íàçûâàòü ïîêðàøåííûìè. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà
5 îòðåçî÷êîâ äëèíû 1

5 , à êàæäûé èç ýòèõ îòðåçî÷êîâ ïîïîëàì. Ðàññìîòðèì îäèí èç ïÿòè îòðåçî÷êîâ. Åñëè åãî

ëåâóþ ïîëîâèíó ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè âïðàâî íà ðàññòîÿíèå 1
10 , òî ïîêðàøåííûå òî÷êè ïðàâîé ïîëîâèíû è

îáðàçà ëåâîé íå ïåðåñåêóòñÿ ïî óñëîâèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì èç ïÿòè îòðåçî÷êîâ ïîêðàøåííûå òî÷êè

îáðàçóþò îòðåçêè ñóììàðíîé äëèíû íå áîëåå 1
10 , à òàêèõ îòðåçî÷êîâ � 5. Òåì ñàìûì îáùàÿ äëèíû âûáðàííûõ

îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò 5 · 1
10 = 1

5 .

6. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà 8 è ïîëó÷èì: (m2−3)2 = 7·2n+8. Åñëè n > 3, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
ñîäåðæèò â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äâîéêó ðîâíî â òðåòüåé ñòåïåíè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òîìó, ÷òî îíà ðàâíà êâàäðàòó. Çíà÷èò n 6 3, îòêóäà, ïåðåáèðàÿ ñëó÷àè n = 1, 2, 3 ïîëó÷àåì ðåøåíèå n = 2,m = 3.

7. Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû ïî n ñîòðóäíèêîâ ýòîé êîìïàíèè. Çàìåòèì, ÷òî èõ ðîâíî Cn
2n+1, è êàæäûé òàêîé

íàáîð íå ìîæåò îòêðûòü íåêîòîðûé çàìîê. Åñëè êàêèå-òî äâà ðàçíûõ íàáîðà íå ìîãóò îòêðûòü îäèí è òîò

æå çàìîê, òî è îáúåäåíèå ýòèõ äâóõ íàáîðîâ (êîòîðîå ñîäåðæèò óæå íå ìåíåå n + 1 ñîòðóäíèêîâ), òîæå íå

ìîæåò îòêðûòü ýòîò æå çàìîê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó íàáîðó ïî n ñîòðóäíèêîâ

ñîîòâåñòâóåò ñâîé çàìîê, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî k > Cn
2n+1. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ðîâíî Cn

2n+1 çàìêîâ ìîæíî. Äëÿ

ýòîãî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó íàáîðó ïî n ñîòðóäíèêîâ îäèí çàìîê. Âûäàäèì ñîòðóäíèêó êëþ÷è îò

òåõ çàìêîâ, êîòîðûå íå ñîîòâåñòâóþò òåì íàáîðàì ïî n ñîòðóäíèêîâ, â êîòîðûõ îí ñîñòîèò. Íå ñëîæíî âèäåòü,

÷òî ïîëó÷åííûé ñïîñîá óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì.

9. Åñëè x = 0, òî ïåðâîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî 1 = 0. Çíà÷èò âñå ÷èñëà x, y è z ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâî èìååì: x2 + xy = x2y2 + 1 > 2xy, îòêóäà x2 > xy, ÷òî îçíà÷àåò, â ñèëó x 6= 0, ÷òî x > y.
Àíàëîãè÷íî èç âòîðîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâà èìååì, ÷òî y > z è z > x. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

x > y > z > x, îòêóäà ÿñíî, ÷òî x = y = z. Ðåøàÿ ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì îòâåò: x = y = z = 1.

10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà AS ñ îòðåçêîì XY . Çàìåòèì, ÷òî ∠AKP = ∠ASB =
∠ABP . Ïåðâîå ðàâåíñòâî óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè, âòîðîå � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé.

Îòñþäàÿ ÿñíî, ÷òî òî÷êà K ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PAB. Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç L
ñåðåäèíó îòðåçêà XY , à ÷åðåç O � öåíòð îêðóæíîñòè ω. Çàìåòèì, ÷òî ∠OAP = ∠OBP = ∠OLP = 90◦, îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà L òîæå ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABP . Ýòî è äîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà

K ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé L.


